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ПРОГНОЗУВАННЯ ВЕЛИЧИНИ РИВКА ЕЛЕКТРОПРИВОДА У ЗАДАЧАХ 

ОПТИМІЗАЦІЇ РЕЛЕЙНИХ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ 
 

Актуальність дослідження зумовлена необхідністю розвитку теорії оптимального ке-
рування з урахуванням сучасного рівня технічних систем. Метою цієї роботи є вдосконалення 

методу N–i перемикань, спрямованого на підвищення швидкодії релейних систем керування 
електроприводом, синтезованих з його застосуванням. Для досягнення мети виконано форму-

вання перехідної траєкторії, її еквівалентне перетворення, усереднення ривка на окремих часо-
вих інтервалах, синтез уточнених параметрів та порівняльний аналіз функціонування позицій-

них систем керування за різних налаштувань. Результатом стало розширення математичного 
апарату методу N–i перемикань, орієнтованого на задачі оптимізації систем третього по-

рядку, що сприяє підвищенню ефективності керування електроприводами. Поєднання отрима-
них формул з алгоритмами синтезу релейних систем оптимального та модального керування є 

перспективним напрямком впровадження результатів дослідження. 
Ключові слова: метод N–i перемикань; система керування положенням; оптималь-

ність за швидкодією; уточнене прогнозування ривка. 
 

The relevance of the study is due to the need to develop the theory of optimal control taking in-
to account the level of modern development of technical systems. The purpose of this work is to refine 

N–i switching method, aimed at increasing the speed of the relay control systems synthesized with its 

application. To achieve this goal, the study involved the formation of the transition trajectory, its 
equivalent transformation, the averaging of the jerk at separate time intervals, synthesis of refined 

parameters and a comparative analysis of the functioning of the positional electric drive control sys-
tems at various settings. The result of the work is the expansion of the mathematical apparatus of the 

N–i switching method, focused on the optimization problems of third-order systems, which contributes 
to increasing the efficiency of control of electromechanical systems. The combination of the obtained 

formulas with the algorithms for the synthesis of relay systems for optimal and modal control of the 
electric drive is a promising implementation of the research results. 

Keywords: метод N–i перемикань; система керування положенням; оптимальність за 
швидкодією; уточнене прогнозування ривка. 

 

Постановка проблеми 

Притаманні електроприводам обмеження проміжних координат роблять нелінійними 
системи керування [1], що ускладнює застосування варіаційних методів для їх оптимізації [2]. 

Разом з тим, стабілізація координат стану на певних часових інтервалах відкриває шлях до по-
рівняно простого прогнозування часових діаграм перехідних процесів [3], які протікають з мак-

симальною швидкодією, і подальшого синтезу на їх основі систем оптимального керування [4]. 

Проблема полягає в неможливості або недоцільності стабілізації окремих координат електроп-
ривода [1], що зумовлює використання усереднених або наближених їх значень при формуванні 

оптимальних траєкторій [3] і знижує ефективність оптимізації систем керування.   
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Аналіз останніх досліджень та публікацій 

Нелінійність властива системам з обмеженнями незалежно від типу застосованих регу-

ляторів [2]. У випадку релейних систем [5] підпорядкованого керування електроприводами во-

на зумовлена одночасно розривними характеристиками регуляторів [6], обмеженнями проміж-

них координат, завдяки роботі внутрішніх контурів керування [7], [8] та нелінійностями елект-

ромеханічної системи [4]. Останні успішно нівелюються шляхом лінеаризації математичного 

опису об’єкта керування [1], [9], а врахування розривного характеру сигналів релейних регуля-

торів в усталених режимах можна уникнути, завдяки їх ковзанню відповідно до лінійних функ-

цій перемикання [6], в технічній реалізації яких вирішальну роль відіграють спостерігачі стану 

[7], [10]. Проте розриви та насичення характеристик регуляторів, що проявляються в перехід-

ний режимах, неможливо виключити з розгляду при оптимізації за швидкодією [3], [11] оскіль-

ки саме моменти розриву керуючих впливів та рівні їх обмеження визначають вигляд часових 

діаграм координат стану [5]. Отже, суто нелінійний характер руху таких систем [12] унеможли-

влює застосування класичних варіаційних методів [2], [3] і спонукає до виконання параметрич-

ного синтезу регуляторів методами, в основі яких лежить дизайн перехідної траєкторії, що є 

оптимальною за певних обмежень [11]. Такі методи поєднують певні алгоритми побудови пе-

рехідних траєкторій з теоретичним обґрунтуванням їх форми [4], тобто займають проміжне по-

ложення між аналітичними та чисельними [12]. Серед них слід відзначити метод iN −  переми-

кань, який не лише визначає вирази для координат точок перемикання релейних регуляторів на 

оптимальній траєкторії, але й дає аналітичне розв’язання задачі визначення параметрів каскаду 

цих регуляторів [11]. Одним з факторів, що зумовлюють високу ефективність цього методу, є 

припущення про сталість ривка електромеханічної системи у той час, коли напруга силового 

перетворювача незмінна [13]. Воно значно спрощує аналітичні викладки та дозволяє частково 

узагальнити їх на довільний порядок системи, проте в дійсності виконується лише для вкрай 

обмеженого кола механізмів, які вимагають примусової стабілізації ривка.  

Формулювання мети дослідження 

Невідповідність форм реальної та розрахункової діаграм ривка електропривода вимагає 

класифікувати системи, синтезовані методом iN −  перемикань як квазіоптимальні за швидко-

дією. Однак ця невідповідність може бути значною мірою скомпенсована ретельним прогнозу-

ванням ривка на кожному інтервалі, де виконується підміна його реальної діаграми констан-

тою, з подальшим максимально точним визначенням цієї константи [14]. Мета дослідження  

полягає в оцінці ефективності застосування цього підходу при синтезі регуляторів релейної си-

стеми керування позиційним електроприводом з каскадною структурою.  

Виклад основного матеріалу 

Візьмемо за основу математичний опис позиційного електропривода, який є об'єктом 

керування, лінеаризованими диференціальними рівняннями [11], що мають вигляд  
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де ,  — кутові прискорення та швидкість валу двигуна; — приведене до валу двигуна кутове 

положення робочого органу; R,kФc,J,L = — параметри електропривода, визначені на основі 

паспортних даних електричної машини; a  — величина кутового ривка, яка є пропорційною на-

прузі u , прикладеній до якірного кола; sM — статичний момент, i — струм якірного кола.  

З’єднані у каскад регулятори обмежують проміжні координати на рівнях maxmax,  , 

керуюча частина системи описується рівняннями  
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Рис. 1. Розрахункові діагра-

ми процесу позиціонування   
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де ijK  — коефіцієнти; maxu  — рівень обмеження напруги; = RR1 , = RR2 , = RR3  — регу-

лятори, проіндексовані у відповідності до положення у каскаді та керованої координати; Riu  — 

сигнал i-го регулятора, що формує завдання (позначене символом «*») для i+1-го контуру. 

Формули коефіцієнтів зворотних зв’язків системи керування (1), (2) третього порядку 

(N=3), отримані методом iN −  перемикань для 2R  та 1R  відповідно, є такими: 
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У базовому варіанті методу iN −  перемикань [11] рівень maxω  визначається за швидкіс-

ними характеристиками електропривода, а граничне прискорення зумовлене обмеженням струму 

maxmax i
J

c
= .                                                              (5)   

На відміну від maxω , max  рівень обмеження ривка maxa  визначається з врахуванням 

специфіки методу iN −  перемикань. По-перше, реальний об’єкт керування у методі iN −  пере-

микань заміняється нейтральним динамічним об’єктом  

ap,p,p === ,                                                      (6)   

прогнозовані діаграми його координат в оптимальному за швидкодією перехідному процесі 

наведені на рис. 1. Зауважимо, що оптимізація на основі прогнозування є типовою як в елект-

ромеханіці [1], так і в інших галузях технологій [15].  

По-друге, рівень обмеження ривка maxa  приймається однаковим за абсолютною вели-

чиною для всіх інтервалів сталості напруги, для яких ривок вважається константою 

( ) ( ) consttaconsttu == ,                                                  (7) 

і визначається з третього рівняння системи (1) без урахування збурень і глибини внутрішніх 

зворотних зв’язків електропривода за формулою 

maxmax u
JL

c
a = .                             (8) 

Припущення (6), (7) ігнорують реальну форму 

діаграм ривка та відмінності його середніх значень на 

різних інтервалах (рис. 2) від розрахованого за форму-

лою (8). Завдяки цьому прийому, фрагменти розрахун-

кових діаграм на усіх інтервалах сталості напруги на-

бувають подібності, що дозволяє розповсюджувати ре-

зультати прогнозування оптимальної перехідної траєк-

торії на довільний порядок системи та виконувати оп-

тимізацію за швидкодією в аналітичній формі [11]. Пе-

рехідні процеси систем, синтезованих у такий спосіб, 

мало відрізняються від оптимальних, оскільки частка 

інтервалів сталості напруги у загальній тривалості ди-

намічних режимів електроприводів є порівняно малою. 

Зауважимо, що на рис. 1 та рис. 2 ці інтервали штучно 

збільшені для підвищення інформативності діаграм. 
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Рис. 2. Реальна форма діаг-

рами ривка електропривода   

 

Рис. 3. Обґрунтування екві-

валентної діаграми ривка    

За відсутності у каскаді регуляторів (2) засобів 

стабілізації ривка, проблема може бути розв’язана шля-

хом корекції розрахункового рівня ривка, що наближає 

його до реальних середніх значень на інтервалах між 

одиничними перемиканнями регуляторів. Слід підкрес-

лити, що визначальний вплив на точність відтворення 

розрахункової траєкторії чинять перемикання під час їх 

входження регуляторів у ковзний режим, тому уточне-

не прогнозування ривка потрібне лише на окремих інтервалах. Крім того, уточнені середні зна-

чення мають відрізнятися для різних регуляторів.   

В оптимальному за швидкодією перехідному процесі входження в ковзний режим регу-

лятора 2R  відбувається в момент часу 3t  після одного ( 123 =−=− iN ) одиничного переми-

кання, в момент 3t  (характерна точка 21
X ), тому для його синтезу необхідне максимально точ-

не значення ривка на інтервалі 2t - 3t . Ця задача отримала вичерпне розв’язання в роботах [13], 

[14] для релейної системи керування швидкістю. Оскільки в позиційному електроприводі регу-

лятори 32 R,R  каскаду (2) утворюють з частиною об’єкта 

керування (1), описуваною другим та третім рівняннями, 

підсистему регулювання швидкості, результати робіт 

[13], [14] є застосовними до цієї підсистеми у незмінному 

вигляді для розрахунку коефіцієнта зворотного зв’язку за 

формулою (3). Лінійна апроксимація експоненціальної 

діаграми ривка та подальша її заміна еквівалентною ста-

лою величиною (рис. 3) дозволяє обґрунтувати прогнозо-

ване значення ривка 

( )( )122
2

−++= maxmaxmaxmax ciRu
JL

c
a ,                                      (9) 

в якому при обчисленні maxmax a/, 2
1 50 =  величина (8) використовується як перше набли-

ження maxa . Слід зауважити, що використання при обчисленні (9) значень параметрів c,R,L,J , 

які отримані шляхом оцінювання в реальному часі, збільшує ефективність прогнозу порівняно з 

розрахунком, що ґрунтується на паспортних даних електропривода. Такий підхід стає можли-

вим, завдяки застосуванню сучасних методів ідентифікації електромеханічних систем [16], що 

реалізуються у фоновому режимі, не впливаючи на швидкодію контролера. 

Розглянемо застосування уточненого прогнозування ривка при синтезі регулятора по-

ложення 1R , входження якого у ковзний режим відбувається в момент часу 7t  після двох 

( 213 =−=− iN ) одиничних перемикань в моменти 4t , 6t . Роль двох коефіцієнтів зворотних 

зв’язків (4) у формуванні цих перемикань є різною. Перше перемикання відбувається в момент 

4t  при нульовому значенні прискорення (характерна точка 11
X ), отже його визначає лише зна-

чення K . Оскільки до проміжку часу між цим перемиканням і виникненням ковзання 4t - 7t  

входять два інтервали сталості ривка 4t - 5t  та 6t - 7t , вони обидва повинні розглядатися при ви-

значенні maxa , необхідного для розрахунку K  згідно з (4). Друге перемикання в момент 6t  

(характерна точка 12
X ) формується більшою мірою під впливом зворотного зв’язку за приско-

ренням, яке в цей час є максимальним, отже для величини K  в (4) визначальним є maxa , 

знайдене на інтервалі 6t - 7t . При формуванні виразів для значень ривка в моменти 4t , 5t , 6t , 

7t  слід спиратись на розрахункові діаграми (рис. 1), враховуючи чітку кореляцію між величи-

нами i  та  , а також u  та a . Беручи до уваги систему рівнянь (1), отримаємо 
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Рис. 4. Перехідні процеси позиційного електропривода 
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Виконавши усереднення значень (10) на границях інтервалу 6t - 7t , отримаємо прогно-

зований рівень обмеження ривка maxa   для розрахунку K  

( )176 2
2

−+=− ciRu
JL

c
a maxmaxmax .                                        (11) 

Для розрахунку K  слід виконати усереднення значень 54−maxa  та 76−maxa , взятих за 

модулем, оскільки ривок на цих інтервалах має різні знаки. З врахуванням (10) маємо  

( )( )154 22
2

−+−−=− maxmaxmaxmax ciRu
JL

c
a , 

тоді  

( )( )174 −+=− maxmaxmax cu
JL

c
a .                                           (12) 

На рис. 4 наведені перехідні процеси в системі керування (1), (2), синтезованій методом 

iN −  перемикань. На рис. 4, а показано динаміку електропривода при базовому способі визна-

чення ривка за формулою (4), а на рис. 4, б показано роботу системи, синтезованої при уточне-

ному прогнозуванні ривка з використанням формул (9), (11), (12). Для порівняння на рис. 4, а 

виділені «проблемні» фрагменти діаграм, для яких на рис. 4, б спостерігається поліпшення фо-

рми внаслідок застосування результатів дослідження. Ефект від уточненого прогнозування ри-

вка виражається у зменшенні дотягувань в контурах стабілізації швидкості та положення, що — 

в підсумку — призводить до скорочення тривалості позиціонування, тобто в наближенні швид-

кодії системи керування до оптимальної. В наведеному прикладі тривалість перехідного проце-

су скорочується більш як на 10 % виключно за рахунок параметричної корекції перебігу пере-

хідних процесів. 
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Висновки 

Уточнений прогноз ривка дозволяє значною мірою компенсувати вплив невиконання 

спрощувальних допущень методу iN −  перемикань на роботу позиційного електропривода та 

наблизити динаміку системи керування до оптимальної за швидкодією, не перевищуючи мак-

симально допустимі рівні проміжних координат. Цей результат досягнуто шляхом обґрунту-

вання додаткових формул для попереднього розрахунку рівнів обмеження, він не потребує мо-

дифікації аналітичної частини методу синтезу, яка стосується техніки прогнозу оптимальної 

траєкторії та виводу формул коефіцієнтів зворотних зв’язків. Інтеграція отриманих у ході дос-

лідження розрахункових виразів до алгоритмів синтезу релейних систем оптимального та мо-

дального керування електроприводом відкриває перспективи практичного впровадження ре-

зультатів роботи. 
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PREDICTING THE JERK VALUE OF AN ELECTRIC DRIVE IN OPTIMIZATION 

PROBLEMS FOR RELAY CONTROL SYSTEMS  

 

Abstract 

The relevance of the study is due to the need to develop the theory of optimal control taking 

into account the level of modern development of technical systems. In scientific and applied practice, 

a number of new approaches to the synthesis of control systems have been formed. One of them is the 

N–i switching method, which attracts attention due to its algorithmic simplicity and relatively simple 

implementation. 

The generalization of the mathematical apparatus of the specified method for arbitrary order 

systems is based on the use of certain idealized assumptions, which lead to the limitation of the effec-

tiveness of its use to real electromechanical control objects. Therefore, the purpose of this work is to 

refine the N–i switching method, aimed at increasing the performance of the relay control systems 

synthesized with its application.  

To achieve this goal, the work involved the formation of a fragment of the transition trajectory, 

its equivalent transformation into a rectangular diagram, the averaging of the jerk at separate time inter-

vals, which became the basis for calculating the refined parameters of relay controllers, and a compara-

tive analysis of the functioning of the positional electric drive control systems at various settings. Numer-

ical experiments confirmed the improvement of the dynamic characteristics of the system. 

The result of the work is the expansion and refinement of the mathematical apparatus of the 

N–i switching method, focused on the optimization problems of third-order systems, which contributes 

to increasing the efficiency of control of electromechanical systems. The combination of the obtained 

formulas with the algorithms for the synthesis of relay systems for optimal and modal control of the 

electric drive is a promising implementation of the research results. 
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