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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МАШИНЫ ПОСТОЯННОГО ТОКА  

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПАРАМЕТРОВ И 

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК НА ОСНОВЕ МЕТОДА 

КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 

Введение. Во многих случаях, когда требуется регулировать производитель-

ность различных механизмов, на смену электроприводам постоянного тока приходят 

асинхронные приводы с преобразователями частоты. Иногда данное обстоятельство 

обусловлено действительными преимуществами новых технических решений – сниже-

ние габаритов электрооборудования, повышение его надёжности и долговечности, 

стандартизация и унификация систем управления. 

Однако имеются обширные области, где электроприводы постоянного тока дос-

таточно распространены: металлургическое оборудование, наземный транспорт, сис-

темы точного позиционирования, приборостроение и т. д. В связи с этим актуальной 

является задача исследования электромагнитных параметров машин постоянного тока 

(МПТ) и улучшение их характеристик в динамических режимах работы.  

Важными факторами, которые должны учитываться при проектировании МПТ, 

являются их надёжность, экономичность, соответствие современным стандартам и тех-

ническим требованиям. С учетом этого разработаны и применяются ряд методик [1-5], 

в которых используется аналитический аппарат, дополняемый эмпирическими соот-

ношениями и графическими зависимостями, полученными экспериментальным путём. 

Как правило, данные методики ориентированы на общепромышленные серии машин, 

имеющих стандартные типоразмеры и конструкцию. Модификация конструкции и 

применение новых материалов нередко вызывают сложности при проектировании. В 

связи с этим важным инструментом анализа МПТ становятся численные методы, кото-

рые позволяют исследовать характеристики и параметры МПТ с учетом новых конст-

руктивных решений в статических, квазистатических и динамических режимах работы. 

Для решения задач проектирования МПТ можно выделить метод конечных элементов 

(МКЭ) [6, 7]. 

Постановка задачи. Разработать цепно-полевую модель серийной машины по-

стоянного тока с модифицированной системой возбуждения на основе метода конеч-

ных элементов. Получить электромагнитные параметры МПТ в динамических режи-

мах, исследовать электромеханические характеристики в режиме холостого хода и на-

бросе нагрузки. 

Результаты работы. На основе МКЭ в работе исследованы электромагнитные 

параметры и электромеханические характеристики серийной МПТ МУН-2 (рис.1) про-

изводства „Островский завод электрических машин” (г. Остров, Россия). С учетом осо-

бенностей локальной эксплуатации двигателя система возбуждения серийной машины 

изменена с последовательной (рис.2, а) на независимую (рис.2, б) при отсутствии кон-

структивных изменений в цепи якоря. Схема обмотки якоря двигателя показана на 

рис.3, его конструктивные параметры – на рис.4, паспортные данные представлены в 

табл.1. 
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Рисунок 1 – Габаритные размеры серийной МПТ МУН-2 

Рисунок 3 – Схема обмотки якоря двигателя 

Рисунок 4 – Конструктивные параметры МПТ 

Рисунок 2 – Система возбуждения МПТ МУН-2 

а) б) 
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Таблица 1 – Технические данные МПТ МУН-2 (паспортные) 
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Для проведения поверочного проектирования используется модель МПТ, пред-

ставленная в виде уравнений поля. Их решение выполним на основе МКЭ [10, 12], ко-

торый позволяет корректно описать сложную геометрию двигателя с учетом нелиней-

ных свойств материалов в стационарных и переходных режимах работы [6, 7]. При раз-

работке модели приняты следующие допущения: 

1) модель двигателя является плоской и рассматривается в прямоугольной сис-

теме координат; 

2) плотность тока в обмотке распределяется равномерно по всему сечению; 

3) упрощены конструктивные детали (технологические канавки, крепежные со-

единения и отверстия в них); 

4) обмотка якоря и обмотка возбуждения питаются от источника постоянного 

напряжения бесконечной мощности. 

Основываясь на математической модели, рассмотренной в [8, 9], система урав-

нений, описывающая МПТ, может быть представлена как: 

 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )






























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∇∇

+








∂
∂

∂
∂

∇∇










∂
∂

∂
∂

∇∇

∇∇

∇∇

∇∇

∇∇

,вал-
y

A
-

x

A
 - 

t

A
  - =AЧЧ-

;якоряобмотка-
S

iN

y

A
-

x

A
 -=AЧЧ-

;якорясердечник-
y

A
-

x

A
 -=AЧЧ-

;обмоткаполюсная-
Sв

iN
=AЧЧ-

;полюсыглавные-0=AЧЧ-

;станина-0=AЧЧ-

;зазорвоздушный-0=AЧЧ-

a

aa
в

вв
в

в

υσν

υν

υν

ν

ν
ν

ν

r

r

r

r

r

r

r

 (1) 

где ∇  – оператор набла; ν  – удельное магнитное сопротивление стали; вν  – удельное 

магнитное сопротивление; A  – векторный магнитный потенциал; вi  – ток в обмотке 

возбуждения; аi  – ток в обмотке якоря; вв S,N  – число витков и площадь поперечного 

сечения обмотки возбуждения; аа S,N  – число витков и площадь поперечного сечения 

обмотки якоря; σ  – удельная электрическая проводимость материала; υ  – линейная 

скорость вращения точки на поверхности якоря. 

В прямоугольной двухмерной системе координат система (1) преобразуется к 

виду [8]: 
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Система (2) должна быть дополнена уравнениями равновесия напряжения для 

обмоток якоря и возбуждения: 
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где вa U,U  – питающие напряжения обмоток якоря и возбуждения; в,a RR , вa L,L  – 

омические сопротивления обмоток и их индуктивности; вa i,i  – токи якоря и обмотки 

возбуждения; γ  – угол поворота якоря относительно обмотки полюсов. 

На основе уравнения (3) реализована математическая модель электрической це-

пи, имитирующая работу щеточно-коллекторного узла совместно с обмоткой якоря 

(рис.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Для исследования электромеханических процессов математическая модель МПТ 

включает основное уравнение динамики вращательного движения 

 
dt

d
JMM c

ω
=− , (5) 

где M  – величина электромагнитного момента; cM  – статический момент сопротив-

ления на валу; J  – момент инерции якоря; ω  – угловая скорость вращения якоря. 

Решение системы (2) сводится к краевой задаче на основе уравнений Пуассона и 

Лапласа относительно векторного магнитного потенциалаA
r

 [6]. Приведем краевую 

задачу к вариационной и применим МКЭ [6]. При этом система (2) трансформируется к 

Рисунок 5 – Цепная диаграмма обмотки якоря 
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матричному виду 

 [ ] { } [ ] { } [ ] {}iЧC=
t

A
ЧN+AЧS

∂
∂

, (6) 

где [ ] [ ] [ ]N,C,S  определены в [8]. 

После расчета значения магнитной индукции в каждой точке поля области 

МПТ, электромагнитный момент, действующий на якорь, может быть вычислен через 

тензоры напряжений [9]: 

 [ ]∫
S

zzyyxxn Mq+Mq+Mq=dSTr=M , (7) 

где 

 ( )∫
S

nynzxx dSzT-yT=Mq=M ; (8) 

  ( )∫
S

nznxyy dSxT-zT=Mq=M ; (9) 

  ( )∫
S

nxnyzz dSyT-xT=Mq=M . (10) 

Здесь nznynx T,T,T  – компоненты тензора натяжений по осям системы коорди-

нат. 

Объединив полевую задачу (2) с цепной (3), (4), получим цепно-полевую модель 

машины постоянного тока. Дополним систему (2)-(4) уравнением движения (5). 

На основе разработанной математической модели выполнен расчет режима пус-

ка МПТ МУН-2 с независимым возбуждением без нагрузки с последующим нагруже-

нием до номинального момента. В результате расчета получены следующие характери-

стики: частоты вращения якоря (рис.6), электромагнитного момента двигателя (рис.7), 

тока в обмотке якоря (рис.8), тока в обмотке возбуждения (рис.9), потокосцепления 

секции обмотки якоря (рис.10), э.д.с. секции обмотки якоря (рис.11). На рис.12-15 

представлены графики распределения магнитного потенциала и магнитной индукции в 

сечении МПТ для моментов времени 0,001с и 0,2с. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6 – Частота вращения МПТ 

Рисунок 7 – Электромагнитный момент двигателя 
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Рисунок 8 – Ток в обмотке якоря 

Рисунок 10 – Потокосцепление ветви обмотки якоря 

Рисунок 11 – Электродвижущая сила, наводимая в секции обмотки якоря 

Рисунок 9 – Ток в обмотке возбуждения 
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Рисунок 12 – Распределение векторного магнитного потенциала МПТ 

при t 0 001c,=  

Рисунок 13 – Распределение векторного магнитного потенциала МПТ при t 0 2c,=  

Рисунок 14 – Распределение магнитной индукции МПТ при t 0 001c,=  
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Выводы. На основе полученных результатов можно сделать следующие выво-
ды: 1) выполнен поверочный расчет МПТ МУН-2 с модифицированной системой воз-
буждения на основе МКЭ, который позволяет исследовать характеристики и электро-
магнитные параметры МПТ с учетом новых конструктивных решений в динамических 
режимах работы; 2) полевая модель МПТ может быть объединена с цепной моделью 
источника питания на основе совместного решения уравнений поля и цепей, что по-
зволяет исследовать характеристики двигателя в различных режимах при питании 
якорной обмотки сигналами любой формы; 3) установлено, что двигатель достигает 
максимальной скорости вращения через 300 мс с напряжением на якорной обмотке 160 
В. При этом наблюдается бросок пускового тока якоря до 2,0 А с последующей стаби-
лизацией на уровне 0,15 А, а пусковой момент достигает 0,8 Нм; 4) при набросе номи-
нальной нагрузки МУН-2 выходит на номинальную частоту вращения, что сопровож-
дается рос-том тока в обмотке якоря до 0,9 А; 5) в процессе работы двигателя в обмот-
ке якоря индуцируется электродвижущая сила, которая при достижении двигателем 
номинальной скорости вращения стабилизируется на уровне 24 В и имеет пиковый ха-
рактер. 
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АЛЬТЕРНАТИВНАЯ ВЕРСИЯ О ПРИРОДЕ АНОДНОГО ЭФФЕКТА  

ПРИ ЭЛЕКТРОЛИЗЕ КРИОЛИТО-ГЛИНОЗЕМНЫХ РАСПЛАВОВ 

 

Введение. Анодный эффект как аномальное яв-

ление в электрохимии впервые был обнаружен при элек-

тролитическом выделении алюминия из криолито-

глиноземного расплава [1]. Этот эффект играет важную 

роль в процессе промышленного получения алюминия, 

поэтому исследованию его природы и причин появления 

уделялось достаточно большое внимание. 

В настоящее время практически весь алюминий 

получают электролизом криолито-глиноземного распла-

ва при температуре 950°С в гальваностатическом режи-

ме [1-3]. Электролит представляет собой высокотемпе-

ратурный раствор Al2O3 в Na3AlF6. Как следует из диа-

граммы плавкости системы Al2O3–Na3AlF6, фрагмент ко-

торой дан на рис.1, температура плавления эвтектики в 

такой системе составляет около 930°С. В сос-тав эвтек-

 

Рисунок 1 – Фрагмент диа-

граммы плавкости системы 

криолит-глинозем 

 


